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國小幾何教材內容之比較:以臺灣

與芬蘭為例

徐偉民 董修齊

摘要

本研究旨在探討臺灣與芬蘭國小數學教科書，在幾何教材內容呈現的異

同。研究對象為臺灣康軒版末日芬蘭WSOY版教科書，採用內容分析的方法，以

課程目標和數學問題為分析單位，依研究者設計的分析類日，來分析兩國幾何

教材目標和內容呈現的特色。研究結果顯示，在幾何教材目標上，兩國皆強調

透過操作來理解幾何形體的性質，在幾何教材內容上，兩國教科書中的幾何問

題都以幾何形體的辨識與建置最多，不論是在教材目標和內容上，兩國空間幾

何內容所占的比例都偏低。此外，本研究也發現，臺灣幾何問題多使用圓形和

文字來呈現，並意圖經由解題結果來歸納和發現幾何形體的特色或定義，而芬

蘭幾何問題的呈現則以圓形為主。兩國教材中，幾何概念呈現的順序和結構大

致符合van Hiele幾何思考和發展的理論。
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The Content Analysis of Geometry 
Material in the Elementary Mathematic 

Textbooks of Taiwan and Finland 

玖姐-Min Hsu* Hsiu-Chi Tung抖

Abstract 

This study cornpa間d the geornetry content of ins甘uctional rnaterials used at 也c

elernentary schoollevel in Taiwan and Finland. The instructional rnaterials reviewed 

were the Kang Hsuan textbooks used in Taiwan and the WSOY textbooks used in 

Finland. The rnethodology ernployed was content analysis wi也 curriculum

objectives and rnathernatics problerns as 也e analytic units. The analytic categories 

used in the data analysis w且.e researcher designed and were subsequently used to 

cornparatively analyze the curriculurn objectives and the characteristics of the 

georne甘y instructional rnaterials in the textbooks. The frndings showed that 

und叮standing the features of geornetric shapes through op目前lOns was 目nphasized

in the curriculurn objectives of both countri間， textbooks. With regard to the 

rnath目natical content of the ins甘uctional rnaterials, rnost of the problerns in both 

拿 Wei-~巫n Hsu. A自由1前e Professor. Graduate Institute of 1Æathernatics and Science 
Education, National Ping個ng University ofEducation 
E-mail: Ben8535@m ail.npue.edu.tw 

科 Hsiu-Chi Tung, Teacher, Guei-Lin Primary School, Kaohsiung City 
E-mail: Mgdong.tw@yah∞ COll1 .tw 

Manu缸中t recieved 仁 ct. 6, 20日; Modified: Feb. 2, 2012; Accepted: Aug 詞， 2012



. 詠梅民、董修齊
textbooks were classified 船“identi日 cation and establishment of geornetric shapes," 

Wl也 rnany fewer objectives and problerns classified as “ spatial georne阿 "Data also 

showed 也at Taiwan's textbooks used pictures along with text to p間sent geornetric 

problerns, and intended students to conclude and discover the featur巴es and 

defrnitions of geornetric shapes through problern solving, while Finland's textbooks 

rnainly used pictures to pres叩t problerns. The sequence and strncture of geornetric 

concepts in the textbooks of both countries were very consistent with 也e theoretical 

principles set forth by van Hiele on geornetric thinking and developrnent 

Keywords: content analys間， elementary school, geometry instructional 
materials, mathematics textbooks 
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壹、結論

、研究動機與目的

根據經濟合作暨發展組織 (Organisation for Econornic Co-operation and 

D盯eloprnent， OECD) 2006年「學生能力國際評估計畫 J (The Prograrnrne for 

International Student Ass臼srnent， PISA) 的調查報告，臺灣學生在全球57個參與

國家中，數學能力表現居全球第一，而另一個受囑目的國家，則是在各項能力

表現都名列前茅的芬蘭。若以臺灣學生數學表現差異的情況來看，在數學能力

表現前四名的國家(臺灣 、芬蘭、香港、韓國)中，以臺灣的差異幅度最大

ct事準誤為4.1) .芬蘭的差異幅度最小(標準誤為2.3) (OECD, 2007) ;在

2009年的調查報告中，臺灣和日芬蘭的數學表現雖略有下滑(分居于 6名) ，但

仍然表現亮眼，只末日前三名的上海、新加坡和香港有顯著差異，兩國學生的表

現並無差異，但臺灣學生的差異幅度仍然高於芬蘭的學生(標準誤分別為3.4

末日 2.2 )。此外，芬蘭學生也在2000年和2003年的PISA測驗總成績中稱冠

(OECD, 2001, 2004) 。芬蘭學生優異的數學表現，不禁讓人感到好奇，也想

進一步瞭解。

教科書對學生數學學習的表現扮演非常重要的角色，不僅提供教學內容

和順序 (Ni∞1 & Cr聞po， 2006) 、影響教師的教學實施(Lloyd， 2008) ，同時也

是學生學習的主要依據(徐偉民， 20ll ; Grou珊， Srnith, & Szta戶， 2004; Stein, 

Rernillard, & Srnith, 2007)。臺灣在過去十幾年來，為了提升學生在數學學習上

有更全面與優異的表現，進行數學教科書的改革，從過去學科本位、學生本位

到目前能力本位的發展(鍾靜， 2005) ，並從強調知識的獲得、知識建構轉為

強調能力培養(徐偉民、徐于婷， 2009) 0 這除了受到數學教育改革潮流的影
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響 ，也希望學生能培養多元的觀點、人際溝通和團隊合作等能力 (Lott & 

Souhra晶， 2000) ，以提升學生在未來社會的競爭力;而芬蘭也在1990年代進行

課程改革，重新修訂國家核心的課程綱領，強調培養學生數學知識和能力的發

展 (National Board of Education [NB月， 2004) 。兩個屬於國定課程的國家，幾

乎在同一個時間進行課程全面的檢視和修改，且學生在國際測驗中都有傑出表

現，讓人對兩國的數學課程感到好奇。

「幾何」不但是世界各國數學課程主要的學習內容之一，也是國際數學

與科學教育成就趨勢調查( Trend in International l\1athernatiωand Science Stu旬，

TIMSS) 和PISA等國際大型測驗中主要的項目之一。 Clernents與Battista

( 1992) 指出，幾何不但可以做為學習其他數學主題或科學題材的工具，加強

幾何的空間思考，亦有助於高層次數學創造和思考能力的發展，美國數學教師

協會 (National Council of Teachers of l\1athernatics [NCT呵， 1989) 指出，幾何

的想法和思考對於數學表徵、數學其他領域，以及真實情境問題的解決是有利

的，同時也是學生學習推理和瞭解數學結構公設的關鍵 (NCTM， 2000) 。從課

程、國際測驗的內容、學者和NCTM的主張來看，都可以瞭解到幾何主題學習

的重要J性。近年來，臺灣學生雖然在TI孔的S 2003和2007的測驗中表現突出，

可是從四年級學生在不同數學範疇的得分(數、幾何和測量、資料呈現)來

看，發現學生在幾何部分表現較差，若干日鄰近表現優異的亞洲國家相比，臺灣

四年級學生的幾何表現也不如新加坡、香港及日本等國學生的表現 (Mull間，

M肌n， Gonzales, & Chrostowski, 2004; Mullis, l\1a恤， & Foy, 2008) 。學生在測

驗中幾何表現較差的原因，是否和幾何教材的內容有關?臺灣教科書中幾何教

材的重點為何?而國際測驗表現優異的芬蘭教科書，叉是如何呈現幾何教材的

內容?這些都引發研究者的興趣。因此，本研究欲針對臺灣與芬蘭國小數學教

科書的幾何教材進行分析，來達成以下兩個目的:
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(一)分析和比較臺灣與芬蘭小學數學幾何教材目標之異同。

(二)分析和比較臺灣與芬蘭小學數學教科書中，幾何教材內容呈現之

異同。

考量臺灣與芬蘭對中小學數學學習階段劃分的差異，所以本研究目的中

所指的小學數學教科書，是指國小一至五年級的數學教科書 o 而教科書的版

本，將選用兩國小學教學現場占有率最高的版本來進行分析臺灣康軒版數學

(占有率36.38%) (康軒教育網 .2011). 和芬蘭WSOY版數學(占有率六至

七成) (陳之華. 2007)。至於教師手冊、習作、回家作業和額外練習等，則不

列入本研究分析的範圍。目的中所指的幾何教材目標，是指兩國在數學課程綱

要中，對幾何教材所設定的目標;幾何教材內容呈現，則是指數學問題的呈

現，因為數學問題是數學教科書主要呈現的內容 (Stein et 祉， 2007) 0 

貳、文獻探討

、數學教科書比較研究的重要與架構

在美國，由於教育公平性議題的興起，以及NC1M (1989) 出版《數學課

程與評鑑標準} (Curriculum and Evaluation Standar.必 for School Mathematics) 

一書後，開始引發學界對於數學課程研究的重視，以檢驗所提出的課程計畫或

發展課程的有效性 (Stein et 祉， 2007)。其中，數學教科書的內容便是受到關

注與檢驗的焦點之一，因為教科書內容呈現的不同，不僅影響教師的教學實

施，更會影響學生的學習結果 (Tarr et 訓， 2008) 。因此，國內外許多研究者投

入數學教科書的比較研究，藉此來瞭解不同國家或版本的特色。在臺灣 ，徐偉

民與徐于婷 (2009) 、?余偉民與林美女日( 2009) 、陳仁輝與楊德清 (2010 )、吳

麗玲與楊德清 (2007) ，以及楊德清、施恰真、徐偉民與尤欣涵 (2011 )等人
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都進行跨國性數學教科書的比較，透過內容分析的方法，來瞭解臺灣與其他國

家教科書在不同數學主題上編排和呈現的異同;在國外， Zhu與Fan (2006) 

針對美國和中國數學教科書的問題型態進行分析。 Charalarnbous 、 Delaney 、

Hsu與Mesa (2010) 探討賽普勒斯、愛爾蘭及臺灣三個國家數學教科書的分數

2日減內容的特色; Son與Senk (2010) 針對美國和韓國數學教科書分數乘除的

內容進行分析。這些跨國性教科書內容的比較，都是希望藉由比較和分析的結

果，瞭解自己國家數學教科書的特色，以及對教師教學和學生學習可能產生的

影響 ，以做為日後本國教科書在編修或教師教學時的參考。

一般而言，跨國性教科書的研究包含橫向、縱向和脈絡分析三種不同的

取向 o 在橫向分析方面，研究的焦點著重在一般教科書的特點，例如教科書外

在的呈現方式(如教科書的名稱、數量、頁數等)和內容結構(如涵蓋的單

元、單元順序等)等，在縱向分析方面，主要探討數學教科書如何處理單一數

學主題，並把教科書視為知識建構的環境，包括傳達給學生的部分、學生的回

應及連串吉等三部分，在脈絡分析方面，則關注師生於數學活動時使用教科書的

情形，並將教科書視為是在更廣泛的脈絡下，包括是在歷史發展、文化形成、

特定目的和特別意圖下所形成的產物( Charalarnbous et 訓， 2010 )。由於脈絡分

析關注的是教科書實施的情形，以及教科書作者和出版者的主觀意圖，而這部

分屬於教室內數學教科書使用或實施的情形，所以大多數進行教科書分析的研

究者並末將脈絡分析納入研究中(陳仁輝、楊德清， 2010 ; Charalarnbous et 

祉， 2010; Zhu & Fan, 2006) 。本研究並未探討教科書實施的層面，因此將參考

橫向與縱向的分析面向，來分析臺灣和芬蘭國小數學教科書幾何教材的異同。

教科書橫向前日縱向分析的架構如表1 0 
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表 1 數學教科書的分析架構

教科書橫向分析

﹒背景資料 |﹒整體結構

包括名稱、書籍數量、頁數(數目和密|包括單元數量及每一單元平均的頁

度)、作者和諮詢委員的介紹、出版社和出|數、單元結構、涵蓋的主題、主題的

版年份、相關材料(如教學指引，教具等資|順序等

源)等

教科書縱向分析

傳達給學生的部分 學生的回應 連結

﹒數學內容 包括潛在的認知需求包括與課程標準

包括特定主題的結構，定義、規則、公 (如記憶、程序、連 (綱要)連結、

設，插圖、表徵 結、解題等)、回應的與課堂教學/教

﹒數學練習 方式(如只有答案、數科書連結、與校

包括例題、思考模式 學列式和答案、解釋、 外情境連結

﹒態度 推理等)

包括公平、對數學的觀點

資料來源 Charalambous et a1. (2010: 123) 

二、幾何概念的特徵與相關研究

幾何課程相關的理論中最為人手持生日的是P時et.學派和van Hiele (1986) 關

於幾何思維發展的理論 o Piaget 、 lnhelder與Szerninska (1960) 將兒童的幾何

概念發展分成四個不同的發展階段: (一)拓樸概念階段。此階段的兒童僅能

掌猩拓樸學的圓形概念，只注意到圓形是否封閉或開放，忽略邊長 、角度、大

小等相對的關係及正確形狀 o (二)射影幾何概念階段。此階段兒童認為凡經

過自身視覺所承認的事物，他們才認為真實存在 o 同時，兒童能利用直線投

影，排成一直線，圓形不再是單一存在，而是彼此間有關係存在。(三)歐氏

幾何概念階段 o 兒童的射影幾何概念伴隨著歐氏幾何概念的發展 ，大約在5歲

以後，對於圓形的認知不再受到視覺的影響 ，他們知道不論圓形怎樣移動，形



. 詠梅民、董修齊
狀、大小均保持不變。(四)座標概念或參照系統。空間概念發展成熟後才能

具備座標概念，通常兒童若能運用上下的關係將許多點連起來，並能找到一個

基準點去表示此線上某一點的位置，就有縱坐標的概念;若能協調上下與左右

的坐標，就有平面坐標的概念。

van Hiele ( 1986 )亦從認知發展的角度，提出了幾何學習發展的五個層

次: (一)視覺期。學習者能透過圓形的整體外觀輪廓辨認，但不能利用圓形

的特徵或組成要素來分析。(二)分析期。此時學習者考慮的是一整組的形

狀，不是只對單一圓形的認識，能分析與察覺圓形特徵及組成要素，但不能解

釋性質之間的關係。(三)非形式化演繹期。這個層次的學習者能瞭解、掌

握、運用構成圓形的各種要素，並且能夠更進一步地探求各種圓形特徵，以及

各圓形間的包含關係 o 同時也能瞭解定義，並解釋非正式的論證'但不能瞭解

證明定理的重要性，無法由不熟悉的基本前提去證明結果的成立。(四)形式

演繹期。學習者此時對幾何圖形不只是視覺觀察、分析或記憶圓形的性質，而

是能夠證明，能理解充分或必要條件的內在關係'能發現正逆命題之間的差異

性，同時能對幾何的公理系統做出推論 o (五)嚴密期。學習者不僅在某一個

幾何系統中做推論，而且能在不同公設系統間進行比較分析，也可以瞭解抽象

推理幾何，甚至可自創一種幾何公設系統。

到‘aget學派和van Hiele都強調幾何認知發展的順序，而且都是從視覺的、

整體的幾何圖形的概念與辨識，逐漸到從分析的角度去瞭解圖形的構成要素，

以及要素之間彼此的關係。之後，再逐漸j壹過非正式或正式推理的方式，進入

到不同幾何系統的學習。這樣幾何認知發展的順序，似乎可以在臺灣與芬蘭的

幾何教材目標中看到這樣的安排，但仍需進一步的分析。
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三、數學教科書的相關研究

(-)國內外數學教科書的相關研究

國內外進行數學教科書分析的研究發現，雖然研究者f采取的分析單位不

同，但卻都採用內容分析的方法，而且也大都根據理論與相關的研究來發展分

析的類日，針對某一個數學學習主題或年級來進行分析。例如徐偉民與徐于

婷 (2009) 以數學問題為單位，參考了代數概念的特徵與NC1M (2000) 對中

小學代數學習的範疇，發展了分析類日來分析臺灣和香港代數教材的異同。結

果發現，兩地代數教材都強調代數基本概念與關係式與方程式的內容，但臺灣

的代數概念採螺旋式方式呈現，香港則採主題式方式呈現。陳仁輝與楊德清

(2010 )針對臺灣 、美國和新加坡七年級代數教材進行比較，同樣以問題為單

位，參考三國課程綱要的內容和陳宜良、單維彰、洪萬生與袁媛 (2005 )的跨

國比較性研究結果發展出分析類日，結果發現美國「情境數學」的布題以情境

問題為主，強調概念性知識的學習，而臺灣 「部編版數學」末日新加坡「新課程

數學」都以無情境問題為主，而且強調程序性知識的熟練。楊德清等人

(2011 )分析臺灣 、美國和新加坡國小一年級數學教材的異同，以教學目標為

單位，參考了國內外相關教科書的研究以及三國國小一年級數學學習內容後，

形成分析類日來進行分析，結果發現新加坡「大家一起學數學」在「數」的學

習範圍上較廣 ，美國「每日數學」整體學習範圍上較廣 ，初步介紹了機率的概

念，而臺灣的「部編版數學」則缺少幾何樣式的延伸與擬題的教學目標。

在國外的相關研究上， Charalarnbous等人 (2010) 選擇了賽普勒斯、愛爾

蘭和臺灣等三個都是國定課程的國家，根據教科書的分析架構(如表1)，從單

元的主題、呈現的順序、例題的呈現、架構、解題時所需要的認知需求和要求

等六個層面，針對分數2日滅的內容進行比較分析。結果發現，在這六個層面上
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三個國家都有異同之處，而且從這六個層面可以看出三個國家都有自己教科書

呈現的特色。 Zhu與Fan (2006) 以數學問題為單位，分析中、美兩國中學

(七、八年級)數學教材中數學問題類型的異同。從例行性問題與非例行性問

題、傳統問題與非傳統問題、開放性問題與封閉性問題、應用問題與非應用問

題等分類與統計中來瞭解兩國數學教科書的學習焦點。 Son與Senk (2010) 比

較美、韓兩國五、六年級教科書中分數乘除法內容的異同，以單元末日數學問題

為分析單位，從單元涵蓋的節數末日數學問題的類型(包含計算步驟的數量、回

應答案的類型、問題情境、認知的期望)來進行分析，結果發現兩國在分數乘

法的節數相當，但韓國課程提早一個學期;在分數除法上，兩國呈現的時間相

同，但是在節數上，韓國是美國「每日數學」的5倍，在問題數量上，韓國是

美國的8倍，而且在多步驟的計算問題上，韓國也高於美國。這些研究都說明

了教科書分析時使用方法的趨勢，以及分析單位與類目的重要，我們可從結果

中瞭解到教科書內容的特色。

(二)數學教科書幾何教材的相關研究

在幾何教材的研究上，莊月嬌與張英傑 (2006 )對國內九年一貫各版本

幾何教材進行分析，以頁為單位，參考幾何課也綱要的內容、國小幾何教材的

內容，以及van Hiele的幾何認知發展理論，形成分析的類日，包括「形體外觀

的辨識與建置」、「形體組成要素之辨識、發現與應用」、「形體性質之探究並運

用其性質解題」、「形體的切割、重組與變換 J '以及「空間概念」等類日來進

行分析，結果發現，各版本在幾何教材頁數所占的分量差異很大，各版本在幾

何性質探究和運用上分量最多，形體構成要素的發現與應用居次，但在空間概

念上差異很大 o 徐偉民與林美女日 (2009) 針對兩岸三地的幾何教材進行分析，

以活動為單位，參考van Hiele幾何認知理論的內涵、臺灣幾何課程綱要的內

容、美國NC1M (2000) 對幾何學習內容的分類，以及莊月嬌與張英傑
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(2006 )的研究分類，形成「幾何形體的辨識與建置」、「幾何形體的操作與變

換」、「幾何形體的性質分析」、「幾何形體的空間概念」、「幾何形體的解題」等

類日來進行分析，結果發現，中國注重空間概念的發展並融入幾何史的內容，

香港則重視操作與生活化，內容範團較深較廣 ，而臺灣空間概念的呈現較少。

上述兩份幾何教材的研究，雖然對象不同，分析單位不同，但都參考了

類似的理論依據來發展分析類目，而且分析結果都得出分析對象的內容與編排

方式，符合-van Hiele的理論主張。而van Hiele (1986) 理論強調幾何認知發展

的序列J性，從視覺期能對基本形體進行觀察、辨識、命名開始，至1分析期能察

覺與瞭解基本形體的組成性質， 且於進入非形式演繹期後，能透過操作，例如

堆墨 、切割、翻轉等方式來檢視幾何形體之間的關係，並能從二維到三維，逐

漸認識空間中的相對關係'最後再從辨識形體內及形體間的關係發展出應用解

題的能力。本研究參考上述兩篇研究中共有的分析類日，以及van Hiele理論中

強調形體辨識、組成性質理解、操作理解形體問關係、空間概念發展，以及應

用解題的順序，建構出包括「幾何形體之辨識與建置」、「幾何形體組成性質與

應用」、「幾何形體之操作與關係」、「空間幾何」、「幾何形體之解題」等五個主

要分析類日，希望可以藉由過去教科書研究均採用的內容分析方法，以及本研

究所發展的分析類日，來分析臺灣和芬蘭國小數學教科書幾何教材的內容，並

從中瞭解自己幾何課程的特色與不足之處，做為日後教材編寫或教學實施的參

考。

參、研究方法

、內容分析法

許多研究領域經常需要透過文獻的分析或文件資料的彙整而獲得完整的
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資訊，因此，內容分析法便常應用於文件分析的研究中(王文科， 2002) 。許

多課程內容的分析也是如此，也採用內容分析法來進行分析與比較( 1余偉民、

徐于婷， 2009 ;陳仁輝、楊德清， 2010) 。不過，初期的內容分析法較偏向量

化的分析，但此定義在今日已經顯得過於狹鈕，歐用生 (1994) 認為，內容分

析法是j壹過量化的技巧以及質的分析，採客觀與系統的態度，對文件內容進行

研究與分析，藉以推論產生該文件內容之環境背景和意義的一種研究方法。本

研究先採用定量分析的方式加以統計，以瞭解臺灣和日芬蘭在幾何教材目標和內

容在類目分布上的差異，再輔以定質分析的方式，探討兩國幾何教材內容呈現

方式的異同。

二、分析單位與類目

分析單位為內容量化時的分析標準，最常使用的分析單位有字、主題、

項目、章、段、詞、句、頁等，每個單位都有其優劣，研究者可依其研究性質

及內容選擇合適單位(歐用生， 1991) 。數學教科書大都以單元、教學活動和

數學問題的方式呈現，若以單元為分析單位，則因單元內包含的範團太廣，涉

及的幾何概念太多，無法進行明確的歸類與詳細的分析。例如臺灣康車干數學五

上第七單元「三角形與扇形J '此單元對應的能力指標有三項，單元內的問題

則有20題。若以單元做為分析單位，許多單元內的概念將被忽略。若以教學活

動做為單位，也會遭遇類似的問題。但若以數學問題為單位，則每個問題將涉

及一個主要的數學概念，因此適合做為分析的單位，這是本研究選擇以「問

題」為分析單位的原因。

而在分析的類目上，本研究參考莊月嬌與張英傑 (2006 )、徐偉民與林美

女口 (2009) 的分類，再根據van Hiele理論中對於幾何概念發展的順序，形成本

研究的主類日，再根據主類目的內容，並參考上述兩篇研究的次類日，來形成



52 ( 當代教育研究〉 季刊第二十巷第三期
E.....'"呵呵 1 ， i. , 1. 1.' i :r:們柯1~':~ ;"I.:-rT才1內可

本研究的分析類日，如表2 。

表 2 小學幾何教材內容分析類目表

主類目 ;欠類目 說明

A 幾何形體之 A-1 辨識幾何形體 形體乏辨認、命名、描述、分類

辨識與建置 A-2 建置幾何形體 形體乏描繪、建造與比較

B 幾何形體組 B-1 形體組成要素與理解形體的組成要素，例如形體之頂點、線、

成性質與民堅 特徵 面、角、邊。例如四邊形由四個頂點、四條邊

用 組成

B-2 形體的定義 包含形體及其相關性質的定義(如平行) ，能對

不同的形體進行分類

B-3 透過實作察覺形使用尺規、作圖、寶物比較，理解形體性質。

體性質 例如三角形內角和、邊長關係等

B-4 察覺形體性質問察覺形體內或形體問性質之間的關f系。例如長

的關係 方形面積與周長之關係、不同四邊形性質之異

同等

C 幾何形體之 C-1 理解平面鋪設與透過操作完成指定形體的鋪設或堆疊，理解形

操作與關係 立體堆疊 體鋪設或堆疊後的空間關係

C-2 形體之切割與重具體進行形體的切割與組合，並瞭解切割組合

組 後相關性質的改變情形(如面積)

C-3 理解相似、全等透過操作察覺、理解形體間相似、全等性質，

性質 並描述形體問構成要素(角、邊)之關係

C-4 形體平移、翻 察覺、描述形體經平移、翻轉、旋轉後的關係

轉、旋轉之關係

C-5 利用變換檢查形使用變換檢查形體線對稱或旋轉對稱的關係

體對稱關係

D 空間幾可 D-1 描述形體位置、運用上下、左右、內外、東、西、南、北、座

方位、座標 標系統等詞彙'來描述形體的位置

D-2 從平面表徵'辨以平面表徵的方式來辨識、轉換立體形體，並

識與建造立體圖理解其關係，如展開圖、透視圖等

形

E 幾何形體之E l 幾可形體的測量 測量形體之長慶、角度、面積、體積等

解題 E-2 幾可形體公式的由形體定義和性質，推演形體公式，計算形體
推演與應用 之周長、面積、體積等
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其中前四項主類目的幾何問題，都是透過觀察、辨識、操作等方法來進

行解題，而 'E 幾何形體之解題」的類日，則主要是指透過測量或公式來進行

幾何形體的計算(含幾何形體公式的推演) ，也就是「幾何量」測量與計算的

問題，將會被歸類在E的類目中。

三、研究對象

由於臺灣與芬蘭數學學習階段的不同畫分，以及芬蘭數學幾何教材目標

呈現的方式，無法區分何者為六年級幾何教材的核心內容(臺灣可以從分年細

目中來區分) ，所以本研究以兩國國小一至五年級數學教科書的幾何教材為對

象，來進行兩國幾何教材目標和內容的分析比較。

(-)臺灣康軒數學

臺灣教科書採一綱多本制，目前使用的版本有康軒版、南一版、翰林

版、部編版等，其中，康車干版為國內占有率最高的版本(3638%) (康軒教育

網， 2011) 。康車干國小數學教科書係依據2003年教育部發布之《國民中小學九

年一貫課也綱要)編輯而成，根據其教科書中所敘寫的編輯要旨，其教材發展

是以生活為中心，配合各階段學習者的身心與思考發展。囡"課綱將於100學

年度實施，古文本研究採用依92~翱司編寫之2009年出版的康軒數學為研究對象。

康車干數學每學期一冊，國小一至六年級共12冊 o 康車干數學在每一冊中包

含數學領域的四大學習主題，每個主題包含數個單元。以本研究探討之對象一

至五年級來說，共有112個單元，其中有21個單元是屬於幾何的主題(如表

3) ，占全部單元數的18 ，7% 。本研究分析的幾何教材內容，僅限於教科書內

容，不包含習作或教師指引。此外，臺灣將形體之周長、體積等屬於幾何量的

能力指標，同時列入數與量和幾何學習之主題中，所以，有兩項幾何量的能力

指標S-2-07 、 S-2-08末日數與量的能力指標N-2-17 、 N-2-19的內容相同。幾何量
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表 3 臺灣康軒數學各冊幾何相關單元數量及其名稱

冊別 單元數 單元名稱(數字為第幾單元)

l上 3 3 在哪裡 :4 排順序、比多少 :6 方盒、團罐、球

l下 lO{i故圓形

2上 8 水平和鉛直

2下 9 平面圖形與立體圖形

3上 2 3 周長與面積: 8 團與角

3下 5 周長與面積

4上 3 2 角度 :4 垂直與平行: 8 三角形

4下 3 3 四邊形 :5 體積: 8 周長與面積

5上 4 3 正方體、長方體和球 :7 三角形與扇形: 8 體積 :9 表面積

5下 2 2 面積 :9 線對稱圓形

的部分，也屬於本研究分析的範圍。

(二)芬蘭WSOY數學

「解題」在過去20幾年間，都是芬蘭數學課程的主軸，教科書也採用解

題取向的方式來進行編輯 (Pehkon凹， 2009) , WSOy所編輯的教科書也不例

外。芬蘭和臺灣一樣，是屬於一綱多本的國家，在1994年時芬蘭訂定 《基礎教

育國家核心課程綱領} ，於2004年針對《基礎教育國家核心課也綱領)修正調

整，完成新的《基礎教育國家核心課程綱領} (NBE, 2004) 0 WSOY所發行的

Laskutaito系列數學教科書，是依據2004年《基礎教育國家核心課程綱領)編

輯的教科書，目前是芬蘭各中小學使用比例最高的教科書(陳之葦， 2007) , 

也是唯一提供英語內容的版本，這是本研究以其為研究對象的原因。

WSOY數學每學年兩冊，共12冊。該版本強調其內容的主要目的在於幫

助學生獲得概念的理解，以及發展學生的推理能力 (Saare1ainen， 2009c) 。

WSOY數學每冊包含不同數學主題的單元，單元數不多，約四至五個。以本研
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究探討的對象一至五年級來說，總計有46個單元，其中直接以“G∞metry"為單

元名稱的只有5個，分別出現在1B、 2B 、 3A 、 4A 、 5A中，在4A中也出現

ι'Units of rneasurernent and coordinat帥"的單元名稱，意即共有6個幾何相關的單

元，占全部單元數的13%0 芬蘭幾何單元的名稱簡略，不易從單元名稱中瞭解

單元中學習的概念，而且在每個單元的後面(包含幾何和非幾何單元) , 

WSOY數學都提供了「解決問題」、「開放性問題和練習」及「直在智問題」給學

生練習，在非幾何單元提供的練習，或是測量單元中也都會出現幾何相關問

題，這些問題都會列入本研究的計數與分析。此外，芬蘭教科書後面也用藍色

與紅色兩種色塊來區隔出「額外的練習」和「回家作業」兩部分，這兩部分類

似臺灣教科書的習作，因此不列入本研究分析的範團 o

四、信度分析的過程與結果

本研究採「相互同意度」進行信度檢定，邀請兩位現職國小教師擔任評

分員，其中一位已具有課程與教學碩士學位(甲) ，另一位目前攻讀教育相關

碩士(乙) ，連同本文的第二作者(研究者二)三人，進行「評分員的一致

性」信度檢定。以下說明信度之分析過程與步驟。

(一)抽取檢定樣本:先隨機選出數學教科書園小一至五年級任一冊，

臺灣與芬蘭相對應的冊別必須相同，再列出該冊所有單元及問題，進行分類編

碼。

(二)分類說明:將類目表及其定義發給評分員閱讀 ，並說明分類的方

式與原則。

(三)歸類:本文第二作者與兩位評分員針對類目表加以溝通、 釐清、

修正、建立共識後，分別獨立進行類目歸類工作。
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(四)信度計算:先計算評分者間的相互同意度 (Pi=~土一) ，再求
λT， + λT， 

L: Pi 
得平均相互罔聞 (P=?) ，最後歸類之間帕格納簡易閻公式求出

信度 (R =一一立立一一， R須大於0， 8) (歐用生， 1991) 。本研究教材目標
1 + [(n -l)P] 

末日內容的信度計算結果如表4末日表5 。

表 4 教材目標信度結果

評分員

研究者一

甲

平均相互同意值1'=.89

信度R=.96

-
A坤
一
九
且
可

乙
-
w一
則

表 5 教材內容信度結果

評分員

研究者

甲

平均相互同意值1'=.8日

信度R=.96

乙
一
心
-
m

其中，教材目標的分析包含臺灣和芬蘭第一 、二學習階段中所有的目

標，而教材內容由於包含的題數太多，參考過去相關研究的作法(徐偉民、徐

于婷， 2009) ，所以只選擇四年級上冊( 4A) 教科書中的幾何問題進行分析來

建立信度。不過，對於信度建立過程中歸類不同的問題，都經過三位評分員再

次的討論與確定，以做為後續正式分析的依據。同時，在正式分析時遇到歸類
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的疑問時，也都經由討論來做最後的確認。

五、效度考驗的過程和步臨

檢視內容分析效度的方法，包含評審團法、己生日團體法、獨立效標法、

建構效度及預測效度等(王石番， 1991) 。其中，評審團法是研究者邀請若干

位專家，針對研究設計、變項定義、抽樣方法等研究過程進行評析，並提出改

善研究品質的看法。本研究即採評審團法檢測效度，研究者根據van Hie1e幾何

認知發展層次，並參考莊月嬌與張英傑 (2006 )以及徐偉民與林美女日 (2009)

幾何教材分類等相關文獻，統整發展出「小學幾何教材內容分析類目表」。為

了使分析類目的面向更加完備，且符合研究之需求，本研究先對臺灣與芬蘭幾

何能力指標做初步分析，並隨機抽取臺灣康車干版數學五年級下冊、芬蘭WSOY

版數學三年級上冊 (3A) 試做分析。進行初步分析後，與擔任縣市數學領域

輔導員的三位現職教師進行討論，針對分析過程中遭遇的問題進行分析類目的

細部調整，再請具有數學教育專長且有數學教科書研究經驗的大學教授檢視，

將意見統整後發展出分析類目表(如表2) 。

上述效度考驗的過程顯示，本研究之分析類目有充足的理論依據，且經

具有數學教育專長的大學教授檢驗修訂，以建立「專家效度 J '使本研究發展

的分析類目更切合本研究的需要。

六、資料處理與分析

在資料處理方面，本研究以「數學問題」為計數單位，根據自行發展的

分析類日，將每個問題分類並登錄於其隸屬的類目中。每個問題只登錄在一個

次類目中，因為王文科 (2002) 指出，分析的類目應該是彼此獨立且互斥的，

因此任一問題如被劃歸在某一類日，就不能同時劃入另一類目中。如果問題呈
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現兩個以上之次類日，則以該問題主要呈現的類日來計次。在資料分析上，在

量的分析方面，利用次數分配與百分比等統計量，描述各類日出現之次數，探

究幾何教材目標和數學問題在各類目百分比的分布;在質性分析方面，依據分

析類日來歸納並分析幾何教材內容呈現與編排方式，佐以圖表相輔，使分析結

果更為周延深入。

肆、研究結果與討論

、臺灣與芬蘭幾何教材目標之比較

(一)兩國幾何教材目標的異同

臺灣和芬蘭的數學課程，在整體的目標上，除了希望學生學習數學相關

的知識和技能外，也強調培養學生的數學素養，強調在解題的過程中發展學生

思考、推理、溝通等能力(教育部， 2003 ; NBE, 2004 )。同時，課程內容也從

過去數學知識結構的編寫方式，逐漸轉向學生和能力本位方式的編寫(鍾靜，

2005 ; Pehkon凹， 2009) 。雖然兩國中小學數學課程劃分不同的學習階段(臺灣

分為1~3 、 4~5 、 6~7 、 8~9年級四個階段，芬蘭分為1~2 、 3~5 、 6~9年級

三個階段) ，但學習的主題類似，都包含數與計算、幾何、代數、測量、統計

與機率等，而且兩國整體數學課程目標相似，都f采分階段的方式來規畫不同階

段的數學學習目標和內容。

但若再仔細檢視兩國幾何教材的目標則發現，其呈現的方式和內容有所

不同。例如:臺灣九年一貫數學課程之幾何教材目標(稱為能力指標)依學習

階段、以條列式的方式來呈現該階段學生應具有的概念或能力，其中，第一階

段強調幾何形體的認識、探紊與操作，第二階段學習運用幾何形體的構成要素

(如角、 j奎 、面)及其數量性質(如角度、 j臺長、面積) ;第三階段透過形體
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的分割、拼合、截楠、變形及變換等操作，來瞭解形體的性質與幾何量的計算

及非形式化推理，且透過方位描述及立體模型以培養空間能力及視覺推理，第

四階段由具體操作情境進入推理幾何情境中，最終目標是學會推理幾何證明

(教育部， 2003) 。

芬蘭核心課程綱領也以學習階段的方式，分成三部分來呈現課程的目標

和內容。首先，呈現該階段整體數學學習的目標，例如理解概念的結構，接著

呈現不同數學學習主題的核心內容，包含數與計算、幾何等，最後呈現學生在

該階段學習結束時，包含思考與工作的技能，以及在不同學習主題上理想的學

習表現 (NBE， 2004) 。在芬蘭數學課程的目標中，並j主有明確列出各年級的幾

何教材的目標，不過，從各階段幾何核心內容和學習後理想的表現來看，發現

芬蘭希望學生在第一階段能認識幾何圖形的基本形式，以及簡單平面幾何圓形

的基本概念等;第二階段能知道如何定義圓形，能瞭解簡單的幾何圖形性質和

熟悉平面圖形的結構，第三階段則是能應用幾何的性質與結構來解決相闋的問

題 (NBE， 2004) 。芬蘭各學習階段幾何教材的核心內容與學生在該階段結束時

理想的學習表現，女日表6所示。

表 6 芬蘭幾何核心內容與學後理想的幾何表現

階段別 核IG內容

l 觀察和描述周圍的空間關係

2 觀察、描述和命名環境中的幾

第一階段 何形狀

( 1 ~ 2 年 3 認識、解釋並命名二維和三維

級) 圓形

4 基本幾可概念，如點、線段、

水平線、射線、直線和角

學後理想的幾何表現

.瞭解平面末日三維圓形的基本形

式，包括四邊形、三角形、圓

形、球和立方體，並能知道最

簡單的平面圖形和幾可形狀的

基本概念，點、線段、水平

線、鉛垂線、射線、線段、

角，↓及他們的關係
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表 6 (續)

階段別

年
段
5

階
~

二
3
)

第
(
級

第三階段

( 6 ~ 9 年
級)

核心內容

5 製作、描繪二維圓形，並認

識、建構三維圓形

6 簡單的對應和放大

l 放大和縮小，相似末日比例尺

2 在對應的線和點中，具體描述

對稱與全等

3 圓及其組成要素
4 平行和垂直線

5 角測量和角度的分類

6 研究和分類不同形狀的多邊形

7 周長和面積

8 研究二維及三維圓形的幾何性

質
9 加強理解測量的原則

10 計量單位的使用、比較和化

聚
ll 評量測量結果;修訂測量

l 角度之間的關係

2 三角形和四邊罪相關概念:

3 正多邊形

4 團和相關概念:

5 計算平面圖形的周長和面積

6 三維圓形的命名和分類

7 計算三維圓形體積和表面積

日本目f以和全等

9 幾f可架構

10 繪製全等。對應、旋轉、轉

換

11 畢氏定理

12 三角形和圓之間的關係

13 三角形定理和處理直角三角

形問題

學後理想的幾何表現

.知道如f可使用簡單的對應和放

大

﹒知道主叫可形成圖形，能注意到

簡單的幾何圖形性質，並能熟

悉平面圖形結構的概念

﹒認識相f以，將知道圓形的邊如

何對應，依圓形比例放大末日縮

小，辨別線對稱的圓形
﹒理解測量的原則，知道女叫可衡

量物件的大小，以及女叫可用適

當的計量單位表示

﹒知道去叫可計算平行四邊形末日三

角形的面積和周長

﹒認識不同的幾何圖形且知道他

們的性質

﹒應用所學的方法計算周長、面

積和體積

﹒使用指南針和尺，製造一個簡

單的幾何結構

﹒找出相似、全等和對稱的圓

形，能將此技能用在調查三角

形和四邊形的性質

.在簡單的情境提供兩個角度之

間的關係

﹒使用畢氏定理和三角形定理處

理部分直角三角形問題

﹒進行測量和計算，並做常見計

量單位之間的轉換
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兩國在數學課程的整體目標相似，但在幾何教材目標的描述上卻有差

異 o 臺灣的敘述以能力為基礎， ，統整地」說明學生應具備的幾何概念或能

力，並未侷限在某一個幾何形體的內容或性質;而芬蘭的敘述則以數學概念為

基礎， ，明確地」描述學生在各階段學習後應具備的幾何概念和表現。例如，

在第一個學習階段，臺灣描述學生應具有「幾何形體的認識、探素與操作」的

能力，而芬蘭則指出學生應「瞭解平面和三維圓形的基本形式，包括四邊形、

三角形 J '此外，芬蘭幾何教材的目標也未提及關於「空間能力」、「視覺推

理」、「非形式化推理」、「推理幾何證明」等在臺灣幾何教材目標中出現較抽象

或較高層次的概念。

(二)兩國幾何教材目標所屬類目之分布

芬蘭幾何教材目標呈現的獨特J性，無法從課程綱要中瞭解國小六年級幾

何課程目標。在考量學習階段的劃分以及兩國幾何目標的比較下，本研究選擇

國小一到五年級數學教科書中幾何教材目標和內容進行分析比較。同時，幾何

教材的目標，在臺灣是指前兩個學習階段的能力指標，芬蘭則是指核心內容的

部分。臺灣幾何能力指標有15項，芬蘭幾何核心內容有17項，數量相當，在五

個主類目中皆有分布，兩國幾何教材目標在主、次類目的分析|育形如表7 0 

以主類日來看，兩國目標較著重在 'B 幾何形體組成性質與應用 J '較少

在 'D 空間幾何 J '分布情形有些雷同。兩國差異較大的是在 'E 幾何形體之

解題」的部分，芬蘭對應到的能力指標有4項，將近四分之一的比例提及幾何

解題，但是臺灣只有兩項能力指標，分別是， S-2-07能理解長方形面積、周長

與長方體體積的公式」末日， S-2-08能運用切割重車且，理解三角形、平行四邊形

與梯形的面積公式J '這兩項能力指標屬於幾何量的部分。幾何量的目標在臺

灣會同時出現在「幾何」和「數與量」課程中(在數與量課程中的編號分別為

N-2-17 、 N-2-19) ，且內容相同;從次類日來看， 'A-1辨識幾何形體」芳:日 'B-3
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臺灣幾何能力指標與芬蘭幾何核心內容之比較表 7

蘭
一
例
一
的

芬
一
比
一
口

觀
一
間
-
m

晶體比例

4 
23.5% 

對應指標晶體比例

3 
20% 

對應指標

2 

5 
29 .4% 

5.9% 

3 
17.6% 

5.9% 

5.9% 

5.9% 

11.8% 

5.9% 

0% 

。%

11.8% 

0% 

5.9% 

5.9% 

0% 

17.6% 

l-l-271-o-o-2-o-1171-o-3 

6 
40% 

6.7% 

3 
20% 

6.7% 

13 .3% 

6.7% 
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0% 

0% 

6.7% 

6.7% 

0% 

6.7% 

6.7% 
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0% 

2-l-3-o-o-l-l-o-l-l-o-o 

4 
23.5% 

2 
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100% 

5.9% 

100% 17 100% 

6.7% 

100% 

2 

15 

A 幾何形體之 A-1

辨識與建置 A-2

幾何形體組 B-1-
B-2 

成性質與應一一
用 B-3

B-4 

C-1 

C-2 
C 幾何形體之

C-3 
操作與關係一一

C-4 

C-5 

D-1 

D-2 
幾何形體之 E-1

解題 E-2 

總言十

類目

B 

D 空間幾何

E 

j壹過實作察覺形體性質」是兩國幾何教材目標中出現較多的次類目(臺灣芬蘭

在A-l和B-3都有兩項以上) ，可見兩國幾何教材目標都強調幾何圖形辨識的基

本能力，同時也希望學生能多利用實作的方式理解形體性質。兩國在空間幾何

的比仔仔為低，都只有在 'D-l運用詞彙描述物體位置、方位、座標位置」出現

一項對應的目標。臺灣與芬蘭皆在第一階段的能力指標提到有關空間幾何的敘

述，臺灣強調物體的相對位置，芬蘭關注於察覺周遭的空間關係。兩國次類目

差異最大的在 'E-l幾何形體之測量 J '這是因為在臺灣幾何的能力指標中，並

未透過幾何形體的測量來認識長度的單位和概念，而是在數與量的能力指標

中，壹過具體物(如鉛筆)來進行。雖然本研究將能力指標或核心內容計數為
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次數來進行歸類與統計，但每項能力指標或核心內容所涵蓋的範團並不相同，

因此在進行推論時必須特別謹慎。然而，透過能力指標或核心內容的計數與歸

類，確實可以對兩國幾何教材目標的分布有所理解。

整體來看，臺灣與芬蘭幾何課程目標較著重在幾何形體組成性質的理解

與應用，而且都強調透過實作來理解不同幾何形體的性質。而在「空間幾何」

的部分，兩國著墨都不多，是否是因為空間幾何概念對於國小一至五年級的學

生較為抽象，所以相對應的能力指標較少?這部分則需要進一步的探討。

二、臺灣與芬蘭幾何教材內容呈現方式之異同

(-)教材中幾何問題所屬類目之分布

兩國教科書中幾何問題在類目表的分有情形，女日表8 。從主類目來看，兩

國都在 'A 幾何形體之辨識與建置」類目中占的比例最高(臺灣32% '芬蘭

34%) ，表示兩國皆把幾何形體的辨新口建置列為教學的主要內容，而且一、

二年級在此類目占的數量最多;在 'D 空間幾何」的問題分量上都較少，顯示

一至五年級的幾何教材中，空間概念及立體圓形的問題相對較少，尤其臺灣空

間幾何的問題只出現在一年級與五年級。但兩國也有不同之處，例如芬蘭以

'C幾何形體之操作與關係」的問題分量為次多，與臺灣在此類目問題所占的

比例相差16，5'% '顯示芬蘭幾何問題著重於透過幾何形體的操作而獲得幾何概

念;而臺灣在 'E 幾何形體之解題」的問題所占的比例比芬蘭高出13 ，9% '可

見臺灣的幾何教材較強調幾何量的測量與計算。再從次類日來看，臺灣與芬蘭

均以， A-2建置幾何形體」所占的教材分量最多，而， A-1辨識幾何形體」居

第二，這兩個次類目之相關問題在臺灣與芬蘭國小一至五年級的每冊教科書中

都有，可見圓形辨識與建置為幾何認知發展的基本能力。對照兩國幾何教材目

標和教科書中幾何問題在類目上所占的比例，發現兩國均有不一致酌情況，在
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表 8 臺灣與芬蘭數學教科書中幾何問題之類目分布統計表

類目
一年級 年級 二年級 四年級 五年級 小昌十 合計

臺 芬 臺 芬 臺 芬 臺 芬 臺 芬 臺 芬 臺灣 芬蘭

A-1 16 4 11 41 5 13 20 9 13 2 65 69 132 145 
A 

32% 34% A-2 6 2日 8 31 17 9 25 3 11 5 67 76 

B-1 8 7 4 9 3 2 5 20 18 

B-2 6 2 10 11 3 2 5 20 20 102 7日
B 

35 24.7% 18 .3% B-3 10 15 4 7 13 6 13 7 斗。

B-4 2 9 4 11 22 5 

C-1 5 9 23 8 5 10 斗。

C-2 16 7 4 3 4 15 20 

C C-3 2 8 15 10 
44 116 

16 10.7% 27. 2% 
C-4 16 2 。 19 

C-5 15 9 4 9 21 

D-1 16 3 10 8 14 16 35 34 43 
D 

8.2% 10.1% D-2 5 18 2 18 8 

E E l 3 15 13 13 10 34 11 101 45 

E-2 5 6 19 9 43 19 67 34 24.4% 10.5% 

小吉十 45 60 46 167 60 74 130 56 132 70 413 427 
往 :A 為「幾何形體之辨識與建置」、 B 為「幾何形體組成性質與應用」、 C 為「幾何

形體之操作與關條」、 D 為「空間幾何」、 E 為「幾何形體之解題」。

目標中兩國比例最高的都是 'B 幾何形體組成性質與應用 J '但教科書中幾何

問題比例最高的卻是 'A幾何形體之辨識與建置」。

(二)幾何教材呈現之異同

兩國幾何問題的數量和所占的比例如表9 0 從數量上來看， 臺灣與芬蘭數

學教科書中幾何問題的數量相當 (臺灣413題 ，芬蘭427題 ) ，從幾何問題所占

比例來看，兩國則有明顯的差異 ，例如: 臺灣教科書中全部的數學問題有

1， 803題 ，幾何問題數量占全部數學問題的23% ;芬蘭教科書中全部的數學問

題有4，410題 ，幾何問題數量占全部數學問題的9.7% 。若再從各冊所占比例來
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表 9 臺灣與芬蘭各年級幾何問題所占比例分析

冊別
薑灣 芬蘭

幾何問題 全部數學問題 比例 幾何問題 全部數學問題 比例

l上 31 (246%) 126 
17.3% 

20 (37秒。〕 547 
5.7吟。

l下 14 (1 04%) 134 40 (80%) 5 日 3

2上 25 (1 63%) 153 11 (19%) 5日 6
15.9% 13 日吟。

2下 21 (1 53%) 137 的6 (249%) 626 

3上 44 (233%) 189 64 (139%) 459 
15.9% 9.4% 

3下 16 (85%) 189 10 (31%) 327 

4上 71 (297%) 239 
28 日%

40 (106%) 37日
7.6% 

4下 59 (277%) 213 16(45%) 35日

5上 80 (379%) 211 
31.2% 

55 (200%) 275 
11.2% 

5下 52 (245%) 212 的( 43%) 351 
合計 413 (230%) 1803 427 (97%) 4410 

看，臺灣幾何問題占全冊逾20%的有6冊，占全冊10%以上而未滿20%有3冊，

不達10%則僅有3冊;而芬蘭幾何問題占全冊比例達20%以上的只有兩冊 (2B

幸的A) ，有6冊的比例未超過10% ，其中有5冊未滿5% 。相較之下，芬蘭教科書

幾何問題的比例明顯少了許多。而且臺灣從四年級開始，幾何問題所占的比例

急邊上升，但芬蘭則未有如此的編排。以下根據五大類日來說明兩國幾何教材

內容呈現的異同。

1 幾何形體之辨識與建置

此類目是指平面末日立體圖形的觀察、辨識、仿作和建置，這是兩國幾何

問題所占比例最高的類日，占了約三分之一的比例。在「辨識幾何形體」上，

臺灣和芬蘭一年級都從日常生活中常見物品的觀察與分類中，讓學生認識簡單

的立體圖形，但是芬蘭多了球體和錐體的認識，臺灣則是到了五年級才介紹球

體。在平面圖形部分，兩國都從規則的平面圖形入手，但末日臺灣相比，芬蘭一

年級的平面圖形還呈現圓形和五邊形，平面圖形的圖例不僅只有凸多邊形，也



有凹多邊形的圖例，避免學生誤認為凸多邊形是多邊形的唯一表達方式(如圖

1 ) ，而臺灣則以認識凸多邊形為上(如圖2) 。 由此看來，在幾何形體的辨識

上，芬蘭教材出現的形體類別較多元，不過，並末介紹正三角形、等腰三角

形、菱形與扇形等圓形名稱，兩國教材中出現不同幾何形體的比較(如表

10) 0 

7. Colour the shapes according to the colour code on the left 

circles 
blue 

quadrilaterals 
red 

00 
已7

Additional tasks on page 136 67 H。α∞m…r盯m

圖 1 芬蘭 WSOY 數學辨識平面圖形事例

資料來源: Saarenlainen (2006: “). 
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團 2 臺灣康軒數學認識平面團形事情l

賣料來源楊瑞智主編 (2009 : 67) • 

67 

「建置錢何形體」是兩國錢何問題數量最多的次類目，在平面圖形的建

置上，兩國都以描繪的方式來辨認簡單的平面圖形，但臺灣以描繪規則的平面

圓形為主，包括一、二年級進行長方形、正方形、三角形和團形的描繪與鋪

排，三 四年級進行操作和繪製，從中認識其構成要素 (如團心、直徑等) , 

而芬蘭描繪的圓形較為多變，包括一年級描繪凹四邊形和凹五邊形(如111 1) ; 

二年級要求學生完成在方格紙上所呈現彎曲沒有問台的形體 ，使它形成個有

八個小正方格在其中的圖形!三年級要求學生在方格紙上畫出符合題聖的四邊
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表 10 兩國教材中介紹不同幾何形體名稱的比較

形體 臺灣 芬蘭

二角形 正二角形、等腰三角形 > × 

菱形 > × 
平面圖形 多邊形五邊形 × >

凹多邊形 × >

圓形 扇形 > × 

立體圖形
柱體 圓柱 × >

錐體 團錐、角錐 × >

往:l. 'V J 表示有出現 ， IXJ 表示未出現，兩國教材中共同介紹的形體名稱不列出。

2 臺灣六年級出現五邊形、圓柱及角錐(下學期) ，但凹多邊形及團錐仍未出現;

芬蘭六年級仍未介紹正三角彤、等腰三角彤、菱形及扇彤等圓形。

形，以及一個沒有任何直角的四邊形，四年級要求學生完成只顯示部分圓形的

問題;五年級別要繪製包含圓與圓弧的複合圓形。由此看來，芬蘭在平面圖形

的描繪上，內容較臺灣多元，挑戰性也較大。而在立體形體的建置上，臺灣在

五年級用珠子和塑膠棒做出正方體和長方體的骨架，並進行視圖與透視圖的比

較，而芬蘭則在四年級以硬紙板來製作正方體的骨架，並藉此瞭解正方體的

點、線、面等構成要素。

2幾何形體組成性質與應用

此類目是指經由辨識、實作來發現圓形的特徵末日組成性質，並能發展出

圓形分類的規則。兩國幾何問題在此類目所占的比例不低，臺灣占24.7% '芬

蘭占 18.3% 。其中，在「形體組成要素與特徵」上，臺灣與芬蘭都從二年級開

始引入。以臺灣為例，二年級下冊介紹平面圖形的角、;曼和平面、頂點，圓形

包含三角形、正方形、長方形等，介紹構成要素的方式多以問題提間，一個提

問只關注形體的某一要素，並以提示的方式來引導學生，並末將答案直接寫

出;而芬蘭則採用定義的方式呈現，搭配簡短的文字說明，並用題目練習來5日
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深概念。兩國在教材中出現的幾何形髓，都會介紹其構成要素，不過臺灣並未

介紹「四邊形內角和為360' J 的性質，而芬蘭則是在五年級介紹。

在「形體的定義」上，臺灣多以開放性問題設計，不直接陳述幾何形體

的組成要素，而是經由解題的結果歸納統整出該形體的定義，配合教科書安排

的虛擬人物對話，以簡短的文字敘述說明形體定義及性質(如圖3) 。而芬蘭則

在該頁的左上方框內用精簡的文字陳述，甚至僅以簡單的圖示，搭配簡略的文

字說明來介紹立方體的組成要素(如圖4) 。有的活動甚至只有問題，沒有任何

介紹說明或統整歸納的文字(如圖5) 。此外，臺灣形體定義的時機通常比芬蘭

呈現的時機早(例如正方形、長方形的定義，臺灣二年級出現，芬蘭在三年

級;圓的定義臺灣在三年級出現，芬蘭在四年級) ，只不過芬蘭在介紹多邊形

定義時，利用了大量的圖示，並定義多邊形是一個邊為直線的閉合形髓，同時

在辨識的練習題中，也置入許多的凹多邊形(如圖6) ，且在介紹鏡像圓形，更

是只用了三張圖片，完全沒有文字說明來呈現(如圖5) ，由此可笑日，芬蘭 「重

圖示輕文字說明」的編排特性 o

3 幾何形體之操作與關係

此類目是指圓形的操作與變換，包含鋪設、堆疊 、切割、重組等，透過

這些操作活動，探討形體之間的關係。兩國在此類目所占比例相差最多，例

如:臺灣占 10 ，7% '芬蘭占27，2% 0 在「理解平面鋪設與立體堆疊」上，芬蘭

雖然沒有專門介紹鋪排與堆疊的問題，但常在延伸問題中讓學生去思考立體形

體與空間關係'像是積木堆疊後算出積木數量的問題等，而且亦會利用鋪排瞭

解形體之間的關係'例如 二年級利用一個或兩個三角形去排出指定的多邊

形，包括凸多邊形末日凹多邊形，教材中並無f封可提示，學生必須思考與嘗試如

何排出。而臺灣只有在一年級用圓形板或古氏積木排出指定的形體，以及四年

級利用古氏積木做無空隙的立體堆疊 。其中，在三角形排列出多邊形的問題
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圖 3 臺灣康軒數學幾何形體定義與性質事例

資料來源:楊瑞智主編 (201Oa : 104) 。
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圖 4 芬蘭 WSOY數學正方體組成要素事例

資料來源: Saarenlainen (2009d: 94) 
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Mirror images 
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圖 5 芬蘭 WSOY 數學鏡像事例

資料來源: Saarenlainen (2009a: 56). 
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圖 6 芬蘭 WSOY數學多邊形辨識事例

資料來源: Saarenlainen (2009a: 50). 
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中 ， 臺灣都是要求學生以同樣大小的三角形進行排列 ， 而且均提供線索。 此部

分相較於芬蘭 ， 臺灣問題的挑戰性較低 O

在 「形體之切割與重組」 上 ，能讓學生經驗體積與面積的保留概念 ，以

及體積或面積的公式由來 ，例如平行四邊形的面積公式。這個部分 ， 臺灣呈現

得較詳細， 芬蘭則(堇用一個說明框敘述平行四邊形公式的由來 ， 搭配幾張圖

示 。不過 ， 芬蘭會利用切割來辨識幾何形體之間的關係，例如 : 用直線將圖形
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分割成數個三角形或四邊形，或是將圓形做等分或不等分的分割，而臺灣沒有

這樣的問題。

在「理解相似、全等性質」上，臺灣在較低年級時，會透過疊合活動讓

學生找出形狀大小相同的圓形，四年級開始則帶入「全等」的概念，透過疊合

操作，找出全等圓形的對應點、對應邊末日對應角。芬蘭則是介紹「縮小圖」、

「放大圖 J '觀察課本上出現的長度標示與實際長度問之比例關係。臺灣一至

五年級皆尚未出現幾何的比例關係，只有數的比例關係(五年級下學期「比率

與百分率」單元) ;在「形體平移、翻轉、旋轉之關係」上，臺灣沒有相闋的

問題，芬蘭則是在延伸題時，透過圓形的翻轉和旋轉，考驗學生空間推理能

力;在「利用變換檢查形體對稱關係」上，臺灣在五年級出現線對稱概念，先

覺察線對稱現象，再利用對稱性質製作對稱圓形(如圖7)。芬蘭則在二年級即

出現線對稱圓形，透過鏡像的呈現讓學生觀察與辨認線對稱的現象(如圖5) , 

到五年級別透過圓形的翻轉與旋轉，來宣告線對稱與點對稱的圓形，並且宣告

翻轉或旋轉後的圓形，與原來的圓形全等(如圖8) 。兩國在形體操作關係上的

比較如表11 0

表 11 兩國教材中形體操作與關係的比較

類別 臺灣

平面 三角形 以一個三角形進行

鋪設 形狀 凸多邊形

相似全等 全等

平移、翻轉、旋轉 × 

對稱 線對稱

芬蘭

以一個或兩個三角形進行

凸多邊形、凹多邊形

相似與全等

平面末日立體形體的翻轉與旋轉

線對稱、點對稱

挂1. C X J 表示未出現，兩國在「形體切割重組」項目類似(針對凸多邊形) ，故不

比較。

2 臺灣六年級仍未出現形體的平移、翻轉與旋轉。
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E圖用 ~Ill~~區區露面la頭-，.書星撞屢擅自E嘉措明

6 下面哪些是線對稱圓形?哪些不是?

拿出附件來撿查，把是線對稱圓形的對稱軸畫出來 。 〈配合附件九〉

( I ) (2) (3) 

圖 7 薑灣康軒數學辨別線對稱圖形事例

資料來源:楊瑞智主編 ( 201Oc : 120 ) 。

Reflections and congruence 

Reflection in a line 

S 

The figures are reflections in a line 
if the figure covers its reflection 
after the paper has been folded 
along the line. 

Reflection about a point 

半吋

The figures are reflections about a point 
if the shape covers its reflection, 
when the paper is rotated 180。
about that point 

Figures which have the same shape and size are congruent 

Reflections are always congruent 

圖 8 芬蘭 WSOY數學對稱圖形事例

資料來源: Saarenlainen (2007: 84) 
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4 空間幾何

此類目是指幾何的空間概念，包含物體空間中的相對位置，以及二維與

三維形體間的轉換。兩國在此類目所占的比例都很低(臺灣8.2% .芬蘭

10.1%) .可見空間概念都不是兩國幾何教材的焦點 o 在「描述形體位置、方

位和座標」上，臺灣的問題貼近學生的生活經驗，係利用教室座位做為情境，

但是此問題僅出現在一年級。芬蘭在此類目的問題較多樣化，分別以學生觀察

物品情境圖、校園俯視圖和立體積木堆疊的方式呈現 o 學生必須觀察圖片裡的

情境，覺察物體的相對關係，無論是上下、左右或前後，教材內容皆有涵蓋

(如圖9) .而臺灣沒有類似的問題。雖然兩國透過不同的方式來介紹空間概

念，但臺灣在教材中明確出現上下、前後、左右和遠近等詞彙'但芬蘭教材中

並未出現這些詞彙。另外，芬蘭在四年級介紹座標系統，而臺灣幾何教材中則

未涉及座標;概念。

在「從平面表徵、辨識與建造立體圓形」上，臺灣到五年級才有比較詳

盡的介紹，包括正方體、長方體、柱體與球髓的構成要素，以及正方體與立方

體的透視圖與展開圖 o 本目較臺灣比較制式的介紹方式，芬蘭在此類目的呈現比

較多元，不僅強調判斷組成立體圖形的平面圖形、平面圖形折疊成立體圖形

等，激發學生平面與立體轉譯的能力，同時也呈現不同形體的透視圖(四年

級) .以增進學生理解平面與立體圖形之間的關係。兩國在此部分的比較如表

12 。

5 幾何形體之解題

此類目是指透過測量將幾何形體性質量化，並歸納其性質特徵而形成公

式來進行解題。從表8來看，臺灣明顯比芬蘭重視幾何量的測量與計算(臺灣

占24.4% .芬蘭占 10.5%) 。在「幾何形體的測量」上，兩國僅考慮規則圓形的

測量，包括邊長、面積、角度、體積。以面積來說，臺灣提供圓形板、古氏積
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4 Geometry 

Michael 

.01 

o 0 
S I 申Anna MZca mel旬，

會

Adam 

固 O
Sam+ 0 

O 

Pupils enter the school from different doors. Who enters through 
which door? Write each pupil 's name under the correct door. 

l且zl 驅車國譚甫

4 5 6 

Perceiving from different directions 88 

圖 9 芬蘭 WSOY 數學空間幾何事例

資料來源: Saarenlainen (2009b: 88) 

表 12 兩國教材中辨識與建造立體圖形的比較

類別 臺灣 芬蘭

展開圖 v (正方體、長方體) X 

75 

v (正方體、長方體) v (三角柱、四角柱、五角柱、六角
柱體

透視圖 柱)

錐體 × v (三角錐、四角錐)
剖面圖 v (球體) × 

註:1. I V J 表示有出現 ， IXJ 表示未出現。

2 臺灣六年級仍未出現椎體的透視圖，芬蘭六年級有出現形體的展開圖 (6A) , 
但剖面圖仍未出現。
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木、其他個別單位三種方式進行面積測量，芬蘭則多以點數圓形版的方式進

行。角度測量方面，兩者皆使用量角器來進行角度量測，只不過，芬蘭還多了

「估測」這個方式。

在「幾何形體公式的推演與應用」上，由於臺灣教材內容提到較多的形

體公式，因此，運用公式解題部分的問題明顯比芬蘭還多，但偏重在計算解題的

部分。兩者公式發展皆從三年級開始，運用公式解題的問題數隨著年級而逐漸

增加，臺灣在五年級最多。臺灣教材中介紹形體的公式較芬蘭多，兩國教材中

都出現了正方形和長方形的周長與面積公式、三角形和平行四邊形的面積公

式，除此之外， 臺灣還多出正方體、長方體的體積公式和表面積公式、梯形的

面積公式等。

(三)臺灣與芬蘭幾何教材編排之特色

研究者整理出以下幾點來說明兩國在幾何教材內容編排上的異同:

1 內容編排脈絡

臺灣與芬蘭幾何教材的編排，大致以認識形體、發現性質、空間推理、

公式推衍為脈絡，儘管兩地同一個概念所出現的時間點略有差異，但整體編排

架構符合-van Hiele幾何思考模式的發展，亦即從視覺辨識開始，至1逐漸掌猩形

體了性質、培養空間感，到最後進行解題。但仍有部分內容與編排順序上有些許

的差異。例如:芬蘭二年級即出現線對稱圓形，臺灣則在五年級才出現，臺灣

圓的定義出現在三年級，芬蘭則在四年級。此外，芬蘭四年級呈現座標系統，

五年級介紹相似概念，而臺灣在五年級之前並未呈現類似概念，臺灣出現長方

體與正方體的體積公式和表面積公式等問題，芬蘭則沒有相闋的問題 o 至於幾

何概念呈現的時間點，以及呈現哪些幾何概念與其順序等議題，則或許可以從

課程編製的哲學或理論依據進行進一步的探討。
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2數學問題呈現

芬蘭數學問題的呈現，鮮少做文字說明，即便是形體組成的定義，或是

形成公式，都以圖示與簡單文字直接敘述，沒有太多推衍的過程，具有「重圖

示輕文字說明」的特性。臺灣的數學問題，經常j壹過圖解的文字說明給予提示

與統整，尤其當題目的解法不是唯一的時候，則會將所有可能的解法一起呈

現，以開共教學者和學習者思考解題時的參考。

3.D日深、 2日f賣的延伸問題

兩國幾何教材中均有2日深、 5日f賞的延伸問題。以臺灣而言，學習廣角、

數學步道的設計內容以學生學過的數學概念再加↓應用，將數學與生活結合或

呈現更靈活的數學問題(如圖10) 。芬蘭教科書在每個單元最後都有類似腦力

激盪的延伸問題，這些延伸問題不受限於只編排在幾何單元，即使是非幾何單

元，延伸題內容還是有許多的問題與幾何概念有關。例如: 4B第三單元「乘

法還算」最後的延伸問題，圖片中呈現各種不同的平面圖形，每個圓形都有

A 、 B兩點，將圖片中的A點摺向B點，則原來的圓形會成為新的圓形(如圖

11) 。腦力激盪的延伸問題，提供學生進一步探究與思考的機會。

伍、結論與建議

、結論

芬蘭學生在國際測驗上優異的表現，以及臺灣學生在幾何測驗上較差的

表現，引發本研究進行兩國幾何教材的比較，希望藉由跨國的分析比較來檢視

我國幾何教材的特色或不足之處，做為後續教科書編修或教師幾何教學時之參

考，使學生未來在幾何學習上有更好的表現。從整體幾何教材的目標來看，臺

灣和芬蘭都在「幾何形體組成性質與應用」占的比例最高，在「空間幾何」的
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活動三四邊形 配合~ff53

1 在長方形紙上直宜的剪一刀，並且剪斷，可以剪成哪兩種

圓形? <配合附件十二〉

在可以剪成的圓形口中對刊，並畫畫看 ， 你是怎麼剪的 。

例如 : 囝 兩個梯形 I …~ 

口兩個三角形 一一一一一

口兩個長方形

口一個三角形和一個梯形

口一個正方形和一個長方形

口一個三角形和一個五邊形

試試看，還有其他的剪法嗎?

圖 10 臺灣康軒數學延伸題事例

資料來源:楊瑞智主編 (20 1Ob : 63) 。

比例最少，而所占比例差異最大的是在 「幾何形體之解題」的部分 。 若從兩國

幾何目標分布酌情形來看 ， 芬蘭幾何目標的分布較為平均，除了空間幾何外，

其餘目標平均分布於四個類目中;而臺灣的幾何目標則集中在 「幾何形體辨識

與建置」、「幾何形體組成性質與應用 」 和 「幾何形體的操作與關係」三個類

目 ， 較忽略幾何形體的解題與空間幾何兩部分。 不過，每項目標所涵蓋的範圍

並不相同，因此在引用本發現時宜謹慎行之，但透過目標的計數與歸類，仍可

對兩國幾何教材目標的分布有所理解 o

從幾何問題的分布來看，兩國幾何問題分布最多的是在 「幾何形體之辨

識與建置」頡目，而且此類目的問題大都集中在一、二年級教材中。兩國在
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1. The shap es are folded so that A folds over onto B. What kind of shape is 

formed? Write the letter of the o r ig inal shape by each folded shape below. 
B A A A 

fJ 心 C
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A 
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」一 L \γ E B~ 、 L V A N 
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Q 4 \~ 

/\\ A 同 /弋入

〈可 /一一\ D LJ/ 
Brai n - teasers 80 

一

圖 11 芬蘭WSOY 數學延伸題事例

資料來源: Saarenlainen (200ge: 80) 

79 

「 幾何形體之操作與關係」 問題上占的比例差異最大，顯示芬蘭幾何問題較著

重於透過幾何形體的操作去暸解幾何概念之間的關係 O 不過，臺灣在 「幾何形

體之解題 」 問題所占的比例比芬蘭高出13.9% '尤其在「幾何形體公式的推演

與應用 」 部分，臺灣的幾何教材問題涉及的純圍和圓形，有G比芬蘭的內容多且

廣 O 臺灣在此部分比芬蘭多的，包拍正方體、長方體體積公式和表面積公式、

梯形面積公式，以及複合形體面積和體積等問題 O 可見臺灣的幾何教材和芬蘭



80 ( 當代教育研究〉 季刊第二十巷第三期
E.....'"呵呵 1 ， i. , 1. 1.' i :r:們柯1~':~ ;"I.:-rT才1內可

比較起來，較重視幾何形體面積與體積的計算。這結果和兩國在此類目目標上

的分布情況明顯不同，例如臺灣 「幾何形體之解題」的目標，占全部目標的

13.3% .但幾何問題卻占了全部的24.4% ;芬蘭在此類目的目標占了23.5% .但

問題卻只占10.5% 。這顯示兩國幾何教材的目標和問題之間，所占的比例都有

不一致的情形存在。而這是否是因為目標所涵蓋範團大小不同所造成計數上的

落差，值得進一步探討。

最後，從幾何問題分布的情況來看，臺灣一至五年級的數學教材中，幾

何問題超過全部問題的20% (芬蘭占的比例不足10%) .並有隨著年級的增加

而增加的趨勢，幾何問題的呈現也多採用圖解、文字說明等方式，並提供多種

的解題方法。高比例的幾何問題和多元呈現的方式，為什麼會造成學生在國際

測驗中，幾何表現叫不如預期?是否是因為對於空間概念建立的不足，或是因

為目標和問題之間的不一致J性，或是來自其他教學上的問題，值得進一步探

討。

二、建議

根據本研究的發現，提出三點建議，提供未來關於教師教學、幾何教材

內容編修或從事後續研究的參考方向。首先，建議教師教學時增加操作活動的

設計，並增加「圓形平移、翻轉、旋轉關係」之教學活動，因為臺灣幾何問題

屬於幾何形體操作類目的僅有10.7% .而芬蘭則高達27.2% 。其中，臺灣在小

學一至五年級幾何教材中，完全沒有屬於「圓形平移、翻轉、旋轉之關係」的

相關問題 o 但幾何形體的辨識和形體組成性質，都需要藉由觀察、感覺、建

造、分解等實際操作的方式來加強。因此，教材應按Ëi共學生實際操作的機會，

並多開發不同的教具，使學生能有多元的操作刺激，強化學生對於幾何形體概

念的理解。
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其次，建議在幾何教材中增加空間概念之相關內容或問題，因為空間概

念的學習有助於培養學童發展空間感，建立完備的空間能力，是幾何課程重要

核心之一(莊月嬌、張英f槳， 2006) 。但是，從分析的結果來看，臺灣在「空

間概念」類目上的幾何目標和問題數最少，所占比例最低。雖然芬蘭幾何教材

中「空間概念」問題所占比例也最低，但其中方位的介紹頗具特色，除了物體

上下左右相對關係的編排之外， 還利用俯視圖、側面圖，以及座標系統來強化

學生物體相對位置關係的空間能力。而臺灣教科書僅在一年級提及簡單的相對

位置介紹，例如班級座位在誰的左邊 、排隊排在誰的後面等，此後未再出現相

關的問題。在過去針對臺灣 、中國和香港的幾何教材分析中也發現，臺灣空間

概念的問題最少，呈現方式較不多元( Ý~月偉民、林美如， 2009) 。可見空間概

念相關問題太少、深度不足的問題值得關注，建議未來教材編修時可以增加空

間概念的問題，並加強其深度與廣度，以利學生空間能力的發展。

最後，建議後續研究可探討臺灣幾何教材內容呈現方式對於學生幾何概

念學習的影響 。在數學課程相關的研究中都指出，教科書內容的呈現方式與特

色，是影響學生數學學習表現的關鍵因素之一 (Rernillard， 2005; Stein et 祉，

2007)。臺灣幾何教材中不同於芬蘭教材呈現的方式，例如呈現多元的思考與

解題歷程、幾何問題所占比例逐年增加、重視幾何公式的應用，以及問題著重

在幾何形體公式的應用與計算等，這些特色對學生的幾何概念的學習產生什麼

樣的影響 ，值得未來進一步的探討。

[備註]

本研究分析之康軒版和WSOY版數學教科書，目前已有更新版，更新版

內容可能與本研究分析版本內容略有不同。

本文改寫自董修齊 (2011 )。臺灣與芬蘭國小數學教科書幾何教材內容之

分析比較。國立屏東教育大學數理教育研究所碩士論文，未出版，屏東市。
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